
∞Ó ÁÈ· Ù· ÂÓ‰Â¯fiÌÂÓ· ∞µ ÂÓfi˜ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡ ¯ÒÚÔ˘ ø ÈÛ¯‡-
Ô˘Ó: ƒ(∞)>0,6 Î·È ƒ(µ)=0,4
∞)¡· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó Ù· ∞,µ Â›Ó·È ·Û˘Ì‚›‚·ÛÙ·.
µ)∞Ó Ú›˙· ÙË˜ ÂÍ›ÛˆÛË˜

Ó· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ 

°)¡· ‰ÂÈ¯ıÂ› fiÙÈ 

¢›ÓÔÓÙ·È ÔÈ ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌÂ˜ Û˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜ Ê,f,g ÌÂ
Î·È Ê(x)=f(g(x)) ÌÂ g(x)=lnx+x, x>0.

A)¡· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:g(1)=Ê(1)=1 Î·È 
µ) ¡· ÂÍÂÙ¿ÛÂÙÂ ·Ó Ë g(x) ¤¯ÂÈ 
·ÎÚfiÙ·Ù· ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· 
°) ¡· ̆ ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÙÈÌ‹ ÙÔ˘ ÔÚ›Ô˘ 

¢) È) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙÈ˜ ÂÍÈÛÒÛÂÈ˜ ÙˆÓ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓˆÓ Â1, Â2 ÙˆÓ
ÁÚ·ÊÈÎÒÓ ·Ú·ÛÙ¿ÛÂˆÓ ÙˆÓ Ê Î·È f ÛÙ· ÛËÌÂ›· ÙÔ˘˜
∞(1,Ê(1)) Î·È µ(1,f(1)) ·ÓÙ›ÛÙÔÈ¯·.
ÈÈ) ¡· ˘ÔÏÔÁÈÛÙÂ› Ë ÁˆÓ›· Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ Ë Â2 ÌÂ ÙÔÓ ¿ÍÔ-
Ó· .

¢›ÓÂÙ·È Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË fiÔ˘ 
Ë Ì¤ÛË ÙÈÌ‹ Î·È s Ë  Ù˘ÈÎ‹ ·fiÎÏÈÛË ÂÓfi˜ ‰ÂÈÁÌ·ÙÈÎÔ‡

ÌÂÁ¤ıÔ˘˜ Ó Î·È .∞Ó Ë ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ÙË˜ Î·Ì‡-
ÏË˜ ÙË˜ f ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞(1,f(1)) Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙËÓ Â˘ıÂ›·
y=2009 ÙfiÙÂ:
∞) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ 
µ) ¡· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ ÙÔ ‰Â›ÁÌ· ‰ÂÓ Â›Ó·È ÔÌÔÈÔÁÂÓ¤˜
°) ¡· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë f ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ
¢) ∞Ó Ë Û˘Ó¿ÚÙËÛË f ¤¯ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹ ›ÛË ÌÂ 1 ÙfiÙÂ:
È) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙË Ì¤ÛË ÙÈÌ‹ Î·È ÙËÓ Ù˘ÈÎ‹ ·fiÎÏÈÛË ÙÔ˘ ‰Â›Á-
Ì·ÙÔ˜
ÈÈ) ¶ÔÈÔ Â›Ó·È ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ÔÛfi Î·Ù¿ ÙÔ ÔÔ›Ô Ú¤ÂÈ Ó· ·˘-
ÍËıÂ› Ë Ì¤ÛË ÙÈÌ‹ ÒÛÙÂ ÙÔ ‰Â›ÁÌ· Ó· ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÔÌÔÈÔÁ¤-
ÓÂÈ·.
ÈÈÈ) ¡· ‚ÚÂ›ÙÂ ÙËÓ ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË˜ ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜
ÙË˜ f ÛÙÔ ∞. 

∞) ƒ(∞)>0,6 Î·È ƒ(µ)=0,4. ∞Ó Ù· ∞,µ ‹Ù·Ó ·Û˘Ì‚›‚·ÛÙ· ı·
›Û¯˘Â ¿ÙÔÔ ·ÊÔ‡ 

B) Ú›˙· ÙË˜ 

Î·È ¿Ú· 

ÕÚ· ¢ 0 Î·È ÂÂÈ‰‹ ÁÓˆÚ›˙Ô˘ÌÂ fiÙÈ Ë (1) ¤¯ÂÈ Ú›˙· Ú, ¿Ú·
Î·È 

°) 
, 

A) g(1)=ln1+1=0+1=1
¿Ú· 

Ê(1)=f(g(1))=f(1)=1 ¿Ú· g(1)=Ê(1)=1

¿Ú· 

µ) ‰ËÏ·‰‹ ÁÈ· x>0 

¿Ú· Ë g Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ ‰È¿ÛÙËÌ· ÂÔ-
Ì¤Óˆ˜ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ·ÎÚfiÙ·Ù·.
°)

¢) È) ÁÈ· ÙËÓ (Â1) ¤¯Ô˘ÌÂ: Ê(1)=1 Î·È ¿Ú· 
∞Ó (Â1):y=Ïx+‚ ÙfiÙÂ Ï=
ÔfiÙÂ (Â1):y=2x+‚ fiÌˆ˜ ÙÔ ∞(1,Ê(1)) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ (Â1) ¿Ú·:
Ê(1)=2+‚ 1=2+‚ ‚= -1.
∂ÔÌ¤Óˆ˜ (Â1):y=2x-1 

°È· ÙËÓ (Â2) ¤¯Ô˘ÌÂ: 
∞Ó (Â2):y=Ïx+‚ ÙfiÙÂ Ï=
ÔfiÙÂ (Â2):y=x+‚ fiÌˆ˜ ÙÔ B(1,f(1)) ·Ó‹ÎÂÈ ÛÙËÓ (Â2) ¿Ú·:
f(1)=1+‚ 1=1+‚ ‚=0.
∂ÔÌ¤Óˆ˜ (Â2):y=x
ÈÈ) ŒÛÙˆ ˆ Ë ÁˆÓ›· Ô˘ Û¯ËÌ·Ù›˙ÂÈ Ë (Â2) ÌÂ ÙÔÓ ÙfiÙÂ

∞)

µ) ∏ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞(1, f(1)) Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË
ÛÙËÓ Â˘ıÂ›· y=2009 ¿Ú·: . 
¢ËÏ·‰‹

∂ÔÌ¤Óˆ˜ ÙÔ ‰Â›ÁÌ· ‰ÂÓ Â›Ó·È ÔÌÔÈÔÁÂÓ¤˜.
°) 

∞fi ÙËÓ (1) ÚÔÎ‡ÙÂÈ 

ÕÚ· ÁÈ· x=1 Ë f ·ÚÔ˘ÛÈ¿˙ÂÈ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ ›ÛÔ ÌÂ

¢) È) ∏ ÂÏ¿¯ÈÛÙË ÙÈÌ‹ ÙË˜ f Â›Ó·È ›ÛË ÌÂ 1 ¿Ú·: f(1)=1. 
∞fi ÙË (2) ÚÔÎ‡ÙÂÈ fiÙÈ:
Î·È ÏfiÁˆ ÙË˜ (1)  ÚÔÎ‡ÙÂÈ

Î·È 

ÈÈ) £¤ÏÔ˘ÌÂ 

3 1,2+0,1c 1,8 0,1c c 18. ÕÚ· ÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ
ÔÛfi Â›Ó·È c=18.
ÈÈÈ) ∏ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË ÙË˜ Î·Ì‡ÏË˜ ÙË˜ f ÛÙÔ ÛËÌÂ›Ô ∞(1, f(1))
Â›Ó·È ·Ú¿ÏÏËÏË ÛÙËÓ Â˘ıÂ›· y=2009 ¿Ú·  . 
∞Ó Ë ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË Â›Ó·È y=Ïx+‚ ÙfiÙÂ Ï=0 Î·È ‚=f(1)=1. 
ÕÚ· Ë ÂÍ›ÛˆÛË ÙË˜ ÂÊ·ÙÔÌ¤ÓË˜ ÛÙÔ ∞(1, f(1)) Â›Ó·È Ë y=1

∆∞ £∂ª∞∆∞ ∂¶πª∂§∏£∏∫∞¡ ∆∞  ºƒ√¡∆π™∆∏ƒπ∞ 

Ã∞™π∞∫∏™Ã∞™π∞∫∏™
ÛÙÔv ¶∂πƒ∞π∞

f′(1) = 0

≥⇔≤ ⇔≤ ⇔

CV≤ 0,1⇔ s
x+c

 ≤ 0,1⇔ 3
12+c

 ≤ 0,1 ⇔ 

x =124s - 8s =  -12⇔ - 4s = - 12 ⇔ s = 3

4s - 2x+13=1 ⇔ 4s - 2x = - 12

f(1)=4s-2x+13 (2)

x≥ 4S
4S

 ⇔ x≥1

f′(x)≥0 ⇔ 8s⋅ x - 2x≥0 ⇔ 4s⋅ x - x≥0⇔ x≥ x
4s

 

⇔s
x

 = 1
4

⇔CV=0,25=25%

8s-2x = 0⇔4s - x = 0⇔ 4s = x  (1)

f′(1)=0

f′(x)=(4sx2-2x⋅ x+13)
′
 =8s⋅ x-2x

§Y™H 3Ô˘ £∂ª∞∆√™

λ=εϕω ⇔ f′(1) = εϕω ⇔ 1= εϕω ⇔ω = π
4

xx′

⇔⇔

f′(1) = 1
f(1)=f′(1)=1

⇔⇔

ϕ′(1) = 2
ϕ′(1) = 2

= g′(1) =2

lim

h→0

ln(h+1) - (h+1) - g(1)

h
 =

lim

h→0

g(h+1) - g(1)

h
  = g

(0,+∞)

g′(x) > 0g′(x) = 1
x

 +1

φ′(1)=g′(1) = 2⇔ φ′(1)=1⋅ g′(1) ⇔ φ′(1)=g′(1)

φ′(1)=f′(g(1))⋅ g′(1) ⇔ φ′(1)=f′(1)⋅ g′(1) ⇔ 

φ′(x)=f′(g(x))⋅ g′(x)

g′(1) = 1
1

 +1=2g′(x) = 1
x

 +1

§Y™H 2Ô˘ £∂ª∞∆√™

P(A) > P(A-B) ≥ P(A) - 0,4 >0,6 -0,4= 0,2

0> - P(A∩B) ≥ - 0,40<P(A∩B) ≤ 0,4
P(A-B) = P(A) - P(A∩B)

0<P(A∩B) ≤ 0,4⇔0> - P(A∩B) ≥ -0,4

ρ= -
2P(A∩B)

2⋅ 1
 = -P(A∩B)∆=0⇔[P(A∩B)]

2
=P(A)⋅ P(B)

≤ 

P(A∩B) ≤ P(A)

P(A∩B) ≤ P(B)
}⇒ [P(A∩B)]

2
 ≤ P(A)⋅ P(B)

A ∩B ⊆ BA ∩B ⊆ A

= 4 P(A∩B)
2
- 4P(A)P(B) = 4 P(A∩B)

2
 - P(A) P(B)

∆= 2P(A∩B)
2
- 4⋅ 1⋅ P(A)⋅ P(B) =

x2+2P(A∩B)X + P(A)⋅ P(B) = 0 (1)ρ∈R

0≤P(A∪B) ≤1

P(A∪B) = P(A)+P(B) > 0,6+0,4=1

§Y™H 1Ô˘ £∂ª∞∆√™

f′(x)

s≠0)(µε x≠0
x

f(x) = 4⋅ s⋅ x2 -2x⋅ x+13,  x∈R

3Ô £∂ª∞ 

xx′

ln(h+1) + (h+1) - g(1)

h
lim
h→0

 

(0, +∞)

g′(1) = ϕ′(1) =2

f(1) = f′(1) = 1

2Ô £∂ª∞ 

0,2<P(A-B)

0>ρ ≥ - 0,4

x2+2P(A∩B)⋅ x+P(A)⋅ P(B) =0
ρ∈R

1Ô £∂ª∞ 
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= 0,2


